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Ecuaciones de campo de Einstein (cte cosmolégica)
Limite Newtoniano

La accién de EHGHY [(I11) del v-57] lleva a la ecuacién de campo de Einstein en ausencia de masas. Ahora
afiadimos un término, funcional de un Lagrangiano £, dependiente de la masa. Ademas, multiplicamos la otra parte
de la accién por una constante 2, cuyo valor hara que, en limite de baja gravedad, surja Newton de las ecuaciones
de Einstein:

Sencuylg] = A[fMd“x —g-R + 2, d°p ||h| 'K] + [, d*x /=g Ln
Ahora la variacién de la accion sera igual a lo visto en v-57 (multiplicado por 1) mas la variacion del nuevo
término: 6Slgl = [, d*x\[—g 69°* [Raﬁ —ggaﬁ ]A + [, d*x 6(\[=g - L)

Aplicamos regla de Leibniz a 6(,/—g . Lm) y utilizamos (I11) de v-52: 6,/—g = —@gaﬁ 5% y, tras sacar
factores comunes, queda:
5Lm

951g] = fyyd*x /=g 59" |(Rap =5 9ep ) 2 = 3em8as +55]

Para hacer nula la variacion de la Accidn tiene que serlo el interior del corchete, luego ha de cumplirse:

R 1 5L . ) 5Lm\ _
Ryp — > 9ap = a(l:mga[; - ng—aﬁ) Llamamos Tensor energia.momento: — (gaﬂljm — Z(Sg—aﬁ) =Tup (1)
Ecuaciones de campo de Einstein (en cada punto hay un valor de T,z): Rgp — % gosR=— 2—11 Tep (1)

Recordemos el v-50: en Esp-Tmp de 1+1 dimensiones, el tensor Energia-Momento es matriz con 4 componentes:
T = g9 ¥[eo @ eo] + g9 ¥2Bleo @ e1] + g9 V2Ble:r @ eq] + &9 Y2 B%[eq @ e4]

Desde un SR en el que la masa esté en reposo (Rest-Frame), puesto que B = v/c = 0, el tensor Energia-Momento
solo tiene una componente: T = g, [e{) X e(/]] siendo T% = g = pc? (la densidad de masa-energia en reposo)

Generalmente, las ecuaciones de Einstein se utilizan para, conocido el tensor energia-momento de una zona del
espacio-tiempo, deducir su métrica. No obstante, lo que haremos ahora es deducir el valor de la constante A para

que en el limite de baja gravedad salga la ecuacion de Newton: V2V =4nGp = g = Grﬁ2

El limite de baja gravedad se fuerza usando una métrica de Esp-Tmp casi plano. En v-30 con Esp-Tmp de
Rindler (plano pero con SR acelerado) se deduce una métrica para zona alejada. También podemos partir de la
métrica de Esp-Tmp curvo de Swarzschild (alrededor de una masa), que en coordenadas esféricas es:

ds? = — (1 +2 CV—Z) c?dt? + ﬁdr2 + 1r2(d0? + sen?0 d¢p?) siendo V = —GTM el potencial gravitatorio
2
Hacemos aproximaciones en zona alejada, donde el potencial gravitatorio pequefio: V/c? << 1:
El goo lo dejamos igual, pues la pequefiez de V/c? se compensa al multiplicar por ¢?, pero el g1 lo aproximamos a 1
ds? ~ — (1 + ZCV—Z) c2dt? + dr? + r2(d6? + sen?6 d¢?)
Pasando la parte espacial a cartesianas queda la métrica utilizada como aproximacion para gravedad débil.
ds? ~ —(1+2c12)c2dt2 +dx* +dy? +dz*? = ggo = —(1+2c12); g11=1 g»=1, gs3=1 (Il

Calculo de Christoffel con métrica de gravedad débil haciendo las derivadas de productos de vectores-base,
indicadas en la tabla, se obtiene el Christoffel que se indica debajo. A la derecha se exponen de forma general:
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Al no tener V dependencia temporal, cuando n = 0 el simbolo de Christoffel que resulta es nulo: I'S, = 0

Todos los demas Christoffel puede comprobarse que son nulos




Calculo del tensor de Ricci. En v-54 vimos que su componente af: Rgp = a,,rf;ﬁ — dply, + I"f,‘[pl"zp —-ry,r,
Podemos eliminar los términos con productos de Christoffel, pues contendran productos de V 6 derivadas de V, que
en nuestra aproximacion de gravedad deébil tienden a cero. Queda: R, = a,,rgﬁ - a,;rﬁp

Roo = (aoro% + 611"010 + 621’020 + 6315%) - aO(FO% + H)ll + F022 + r033)

No hay dependencia temporal y consideramos los Christoffel distintos de cero: Ryy = 9140 + 02155 + 05154
14 14 14 1 1

Ry = (601101 + a1F111 + 621’121 + a3F131) - 61(11% + F111 + F122 + F133) = _alrl%

14 14 2 1 %4 %4 2 Vil
Rip=-01|(1-22)0 5] = = [(-50V) (50.V) + 1 - 20,0, )| = Z(@1V)? - (1 —2) 592V
En la aproximacion de gravedad débil: (9;V)> -0y (1 — 2%) — 1 Porlotantoqueda: Rqq = —Cizaiv

Operando igual facilmente se obtiene: Ryp ~ —clzagv Rs;3 ~ -Clzagv

Estas son las Unicas componentes del Tensor de Ricci que necesitamos para hallar la curvatura escalar R. No
obstante, como ejercicio, hallamos otras componentes con indices cruzados. Por ejemplo Ri2:
Riz = (013 + 0. 115 + 0,135 + 05 133) — 0, (I + s + 15 + I33) = —9,[30

v v 2 1 14 v 2 vyl
Riy ==0,|(1-29)0 2| = = [(-20.V) (5 0.V) + (1 = 29)(0,0, )| = % @, V)(@,V) = (1 = 222) % 0,0,V

c2

Igual que antes, en nuestra aproximacion: (9,V)(9,V) - 0y (1 — 2612) -1 Por lotanto: R4 = —Clzazalv

1 1 1
Igualmente se llegaa Ry = — C—zalazv i Ryz = — c—26362V ,etc. Engeneral Rgp = — C—Zabaav
Cuando a 6 b es cero, al no tener V dependencia temporal, la correspondiente componente es nula.
Esa forma general de componentes Ricci Rap, incluye a todas salvo Ro , calculada anteriormente.

Calculo de la curvatura escalar. En v-54 vimos que era: R = g“/‘Ra,;. No obstante, en el video se emplea un

truco para obtenerla en campo lleno de masa en reposo, en que T® = g = pc? (T = Tgo?
En ecs.Einstein (1) se hallan las trazas de los tensores de ambos miembros (recordemos que: Trz Aqp = Q“BAap )

1 1
gaﬁ(Raﬁ - %gaﬁR) =-g% (a Taﬁ) = gaﬁRaﬁ _%gaﬁgaﬁR =~ gaﬁTrxﬁ

9“PR,; = R (definicion R); g*# g,z = 4 (9¥ =1/ gy) — Traza 1° miembro: R — 2R = —R (valido ¥ ap)

1

2° miembro: caso campo lleno masa en reposo, solo existe Ty, = pc? — Traza 2° miembro: — = g%°pc?

. 1
Al igualar obtenemos la curvatura escalar para el caso de campo lleno de masa en reposo: R = 2 g°pc? (1)

Aplicacion de ecs Einstein en gravedad débil v curvatura escalar en caso de campo lleno de masa en reposo
Introducimos en ecs de Einstein (I1) la curvatura escalar obtenida:

1 1 . . . o
Rop =2 9up (ﬁ goopcz) =— —T,p ecuaciones vilidas para cualquier pareja de indices oy f

La aplicamos para indices 0=0 y pB=0 — Rgo —3 goo (ﬁ g°°pc2) =— % Too € introducimos la componente del

tensor Ricci para gravedad débil Ry = C—lzvzv , la del tensor energia-momento Ty = pc? y sabemos go0g°° =

4
CLZVZV— ﬁpcz = - % pc? = V2V = —Z—Ap Comparamos con la version newtoniana: V2V = 4nGp
Concluimos que, para que en caso de gravedad débil, surja la ecuacion clasica de Newton la constante 2 debe ser:
4
A=— 15an luego las ecs de Einstein deben reescribirse: R,z — %gaﬁR = 8CL46 Tog (V)

Constante cosmoldgica. Es conocido que Einstein introdujo la constante A para que saliera un Universo estatico.
Se introduce en la Accidn, donde también ponemos ya el valor de A:

04'
Senavlg] = — oz |y d*x J=g - R—20) + 2 [, d&®p \Ih] - K| + [, d*x =g - Lw (V)

y hallando su variacion se deduce las nuevas ecuaciones de Einstein:  Rup — 3 gapR + Goph = 8:—46 Tog (V1)




